
 שאלה:

𝑛עם מקדמים שלמים ממעלה  𝑝הוכיחו שלכל פולינום  ≥  מתקיים: 1

max
0≤𝑥≤1

|𝑝(𝑥)| >
1

𝑒𝑛
 

 הוכחה:

 מספיק להוכיח את האי שוויון הבא:

∫ log |𝑝(𝑥)|
1

0

≥ −𝑛 

,𝛼1-האי שיוויון המקורי נובע מיידית. נסמן ב … , 𝛼𝑛  את השורשים של𝑝וב ,-𝑚 ביל. את המקדם המו

𝑝(𝑥)-לכן מתקיים ש = 𝑚∏ (𝑥 − 𝛼𝑛)
𝑛
𝑖=1 ולכן , 

∫ log |𝑝(𝑥)|
1

0

= log𝑚 +∑∫ log|𝑥 − 𝛼𝑖| 𝑑𝑥
1

0

𝑛

𝑖=0

 

𝛼ראשית, נשים לב שלכל  ∈  מתקיים  [0,1]

∫ |𝑥 − 𝛼|𝑑𝑥
1

0

= ∫ |𝑥 − 𝛼|𝑑𝑥
𝛼

0

+∫ |𝑥 − 𝛼|𝑑𝑥
1

𝛼

= ∫ log 𝑥 𝑑𝑥
𝛼

0

+∫ log 𝑥 𝑑𝑥
1−𝛼

0

= 𝛼 log𝛼 − 𝛼 + (1 − 𝛼) log(1 − 𝛼) − (1 − 𝛼) =

= 𝛼 log𝛼 + (1 − 𝛼) log(1 − 𝛼) − 1. 

𝛼בפרט, עבור  = משני האגפים ולהניח שהפולינום  1−, ולכן אפשר להוריד 1−, האינטגרל הוא 0,1

 .0,1-לא מתאפס ב

  למה:

𝛼לכל  ≠ ∫מתקיים  0,1 log |𝑥 − 𝛼| 𝑑𝑥
1

0
≥
log|1−𝛼|+log|𝛼|

2
− 1. 

 הוכחה:

𝑓(𝛼)נסמן  ≔ ∫ log|𝑥 − 𝛼| 𝑑𝑥
1

0
−
log|1−𝛼|+log|𝛼|

2
+ 1. 

αעבור  ∈ [0,1], 

𝑓(𝛼) = (𝛼 −
1

2
) log𝛼 + (

1

2
− 𝛼) log(1 − 𝛼). 

logמכיוון שסכום זה נותן את המקדם החיובי ללוג הגדול מבין  𝛼 , log(1 − 𝛼) ושלילי באותו גודל ,

𝑓(𝛼)-לקטן, מתקיים ש ≥ 0. 

|α|עבור  = 𝑅  עבור𝑅 >  גדול מתקיים  0



𝑓(𝛼) = ∫ log|𝑥 − 𝛼| 𝑑𝑥
1

0

−
log|1 − 𝛼| + log|𝛼|

2
+ 1

= ∫ log|𝛼| 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑂 (
1

𝑅
) −

log|𝛼| + log|𝛼|

2
+ 𝑂 (

1

𝑅
) + 1 = 1 + 𝑂 (

1

𝑅
). 

𝑓(𝛼)-נשים לב ש
𝛼→0,1
𝑓(𝛼)עבורו 𝜀 , ולכן קיים ∞   → >  .1או  0מהנקודות  𝜀 -ן מבמרחק קט 𝛼לכל  1

zפונקציה הרמונית עבור  אהי |log|𝑧-בגלל ש ∈ ℂ ∖ ℂהרמונית בתחום  𝑓 הפונקציה ,{0} ∖ [0,1]. 

𝑓(𝛼)-נוכיח ש >  באמצעות המשפט שפונקציה הרמונית בתחום מקבלת מינימום בשפת התחום. 0

,𝐵(0בתחום  𝑅) ∖ ([0,1] ∪ 𝐵(0, 𝜀)⋃𝐵(1, 𝜀)) כאשר ,𝐵(𝑥, 𝑟)  ר ברדיוס כדוהוא𝑟  סביב𝑥 הוכחנו .

𝑓  הרמונית בתחום, וראינו שבשפה𝑓(𝛼) ≥ 𝛼כל , ול0 ∈ 𝐵(0, 𝑅) ∖ ([0,1] ∪ 𝐵(0, 𝜀)⋃𝐵(1, 𝜀)). 

𝑅איחוד התחומים האלה עבור  > 𝜀-ו 0 > ℂקטן מספיק הוא הוא  0 ∖ 𝛼, ולכן לכל [0,1] ≠ 0,1 

𝑓(𝛼)מתקיים  ≥ 0. 

 ∎  

 חזרה להוכחת האי שוויון:

log𝑚 +∑∫ log|𝑥 − 𝛼𝑖| 𝑑𝑥
1

0

𝑛

𝑖=0

≥ log𝑚 +∑
log|1 − 𝛼𝑖| + log|𝛼𝑖|

2
−

𝑛

𝑖=1

𝑛

= log |𝑚∏𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

| + log |𝑚∏(1 − 𝛼𝑖)

𝑛

𝑖=1

| − 𝑛 = log|𝑝(0)| + log|𝑝(1)| − 𝑛

≥ −𝑛 

 .מ.ש.ל


