
 6תרגיל 
 

על מנת לחסוך בדיקת , זוויות מכוונותבפתרון אנחנו נשתמש מספר פעמים בסימונים של 

בהינתן ישרים . מקרים
1 הזוויות  ,2 1 זה הזוויות בה צריך לסובב את הישר  ,2

1
-בל ישר שמקביל לנגד כיוון השעון על מנת לק 

2
הזוויות המכוונות מוגדרות , כמובן. 

 (.180או מודולו ) מודולו 

נקודות שונות  4-התנאי לכך ש, למשל. שימוש בזוויות מכוונות חוסך המון בדיקת מקרים

A ,B ,C ,D אחד הוא  נמצאות על מעגל   AB,BC AD,DC , ובזוויות

או בצדדים  ACנמצאים באותו צד של  B ,Dתלוי האם , רגילות יש שתי נוסחאות שונות

: דוגמה נוספת .שונים     1 2 2 3 1 3, , ,  , לא משנה באיזה סדר

 .מסודרים הישרים

 

 ABCהתאמה של המשולש ב BC ,AC ,ABנמצאות על הצלעות  K ,L ,Mנקודות . א .1

נפגשים  ALM ,BKM ,CKLהוכיחו כי המעגלים החוסמים של  .(אבל לא בקודקודים)

 (.טענה זאת לפעמים נקראת משפט מיקל. )בנקודה אחת

הראו שהמעגלים החוסמים את . נקודות שונות 6-שנחתכים ב, ישרים במישור 4נתונים . ב

נפגשים בנקודה אחת , הנתונים שלשות של הישריםי דעל ישנוצרים , המשולשים 4

 (.הנקודה הזאת נקראת נקודת מיקל)

 

 בזוויות מכוונות המעגלים הם. א. פתרון

   XL,XM 180 AM,AL 180 A   , 

   XM,XK 180 BK,BM 180 B   , 

   XK,XL 180 CL,CK 180 C   . 

360: סכום המשוואות זו משוואה שתמיד נכונה 360. 

 .ולכן המעגלים נפגשים בנקודה אחת, ל שתי משוואות גוררות את המשוואה האחרתלכן כ

 

והישר הרביעי פוגש את הישרים  A ,B ,Cנניח ששלוש מבין הישרים נפגשים בנקודות  .ב

AB ,AC ,BC  בנקודותM ,L ,K המעגלים . בהתאמהALM ,BKM  נפגשים בנקודה

K  ובנקודה נוספתM ,מצאת גם על המעגל שהיא לפי הסעיף הקודם נCKL . כן הוכחנו

, ALMבאותה צורה מוכיחים שגם המעגלים . מעגלים נפגשים בנקודה אחת 3שכבר 

BKM ,ABC נפגשים ב-N . המעגלים נפגשים ב 4לכן כל-N. 

 

הראו שמרכזי המעגלים . נקודות שונות 6-שנחתכים ב, ישרים במישור 4נתונים  .2

ונקודת מיקל , ל ישי שלשות של הישרים הנתוניםשנוצרים ע, המשולשים 4החוסמים את 

 .נמצאים על מעגל אחד, של השאלה הקודמת' שהוגדרה בסעיף ב

 

מבין  3נמצאת על מעגל אחד עם כל , Mשתסומן , מספיק להראות שנקודת מיקל .פתרון

קיים ישר . ודרך עוד נקודות, Mשלושתם עוברים דרך  –מעגלים  3נבחר . המרכזים

כך , (כ בסדר זה"לה) A ,B ,Cקודות מפגש עם הישרים האחרים נ 3שעליו יש 

 .  ABM ,ACM ,BCMמים של סשהמעגלים הם המעגלים החו



 .ושלוש נקודות עליו 4-בשאלה זאת מספיק להתבונן רק בישר אחד מבין ה, ובכן

צריך . בהתאמה W ,V ,Uבאמצעות  ABM ,ACM ,BCMנסמן את המרכזים של 

 מצד אחד . חסום UVWM-להראות ש

   UV,UW MC,MB, 

הוא האנך  MC ,UWהוא האנך האמצעי של  UVהרי 

 .MBהאמצעי של 

 מצד שני 

     

     
     

MV,MW MA,MW MA,MV

        90 MB,AB 90 MC,AC

                MC,AC MB,AC MC,MB

  

    

  

 

לכן      MV,MW MC,MB UV,UW  , לכןU ,V ,W ,M  על מעגל

 .ל"מש, אחד

 

שמנוגדות  K ,L ,Nקודם נגדיר נקודות . M-לעשות אינברסיה אם מרכז במפתה  .הערה

 .בהתאמה MK ,ML ,MNהם האמצעים של  U ,V ,Wכלומר , על המעגלים M-ל

 . על מעגל אחד M ,K ,L ,Nמספיק להוכיח כי 

ישרי זווית עם זוויות ישרות  KMB ,KMC ,NMA ,NMB ,LMA ,LMCהמשולשים 

. 'A', B', C', K', L', Mנקבל נקודות  Mלאחר אינברסיה שמרכזה . N ,L ,Kבנקודות 

לכן . 'A', B', C-גם ישרי זווית עם הזוויות הישרות ב... , 'K'MB' ,K'MCהמשולשים 

. 'A'B'Cלצלעות המשולש  M-הם עקבי האנכים מ 'K' ,L' ,Nבתמונה החדשה הנקודות 

 .3שזה בדיוק שאלה . על ישר אחד 'K' ,L' ,Nוצריך להוכיח כי 

 

לישרי צלעות  P-עקבי האנכים מ. P נבחרה נקודה ABCעל המעגל החוסם של משולש  .3

 .K ,L ,Mהמשולש הם 

 (.הישר של סימסון)נמצאים על ישר אחד  K ,L ,Mהוכיחו כי . א

עובר דרך אמצע  KLMהראו שהישר . ABCאת נקודת מפגש הגבהים של  H-סמן בנ. ב

 .PHהקטע 

 

 .ABעל  AC ,Mעל  BC ,Lעל  Kכ "לה .א. פתרון

 Kעובר דרך נקודות  BPהמעגל שקוטרו , L-ו Mקודות עובר דרך נ APהמעגל שקוטרו 

רביעיות נקודות שהן על  4לכן יש . L-ו Kעובר דרך נקודות  CPהמעגל שקוטרו , M-ו

מכאן נעשה חשבון  .APLM ,BPKM ,CPKLוגם , לפי נתון ABCP: מעגל אחד

 :על ישר אחד K ,L ,Mעל מנת להוכיח כי , מכוונותבזוויות 

נשים לב כי        PB,PC AB,AC AM,AL PM,PL  . 

לכן        PB,PM PC,PL PB,PC PM,PL 0   . 

לכן        KC,KL PC,PL PB,PM KB,KM  . 

 .לכן זה בעצם אותו הישר, KBCיוצרים אותה זווית מכוונת עם הישר  KL-ו KM, ובכן

 

, 'Kנקבל נקודות . P-מ 2פי  K ,L ,Mהנקודות  3נרחיק את . ננסח את הטענה מחדש .ב

L' ,M' דות כך שהנקוK ,L ,M  הם אמצעיPK' ,PL' ,PM'. בעצם ,K' ,L' ,M'  הם



זה שקול  - נמצאות על ישר אחד 'K' ,L' ,M-כמובן ש .ביחס לצלעות Pשיקופים של 

שהישר , אנחנו טוענים בנוסף .הישר של שיקופים נקרא הישר של שטיינר. לסעיף הקודם

K'L'M'  עובר דרךH .הזה קל לראות שזה שקול לטענה של הסעיף. 

 

 3-ונשקף אותו ביחס ל, Hכלשהו דרך  נעביר ישר . ננסה לשים את העגלה לפני הסוס

,-נסמן ב. הצלעות  ,  a b c
ביחס לישרים   שלאת הישרים שמתקבלים על ידי שיקוף  

AB ,CA ,BC  בהתאמה. 

 

יסומנו  בהתאמה  AB ,CA ,BCביחס לצלעות של המשולש  Hשיקופים של 

1 2 3H , H  ,H . קל לראות כי     1 1H B,H C HC,HB AB,AC  ( הרי

והזווית לא  90-מתבצע סיבוב של שני הישרים ב, כשמחליפים כל צלע בגובה מתאים

לכן היינו יכולים . 3H-ו 3Hוכך גם  ABC על המעגל החוסם של 1Hלכן ( משתנה

להגדיר את 
1 2 3H , H  ,H  בתור נקודות מפגש הנוספות של הישריםCH ,BH ,AH  עם

  (.לפחות למשולש שאינו ישר זווית) המעגל החוסם

 

,הישרים  .משפט  ,  a b c
שנמצאת על המעגל החוסם של , נפגשים בנקודה אחת 

ABC.  

אז , 1DH ,2DH ,3DHונעביר את הישרים , על המעגל Dאם ניקח נקודה : גם להפך

 BC ,AC ,ABביחס לצלעות , Hבר דרך שעו, ישרים אלה הם שיקופים של ישר מסוים

 .(D-מוגדר להיות המשיק למעגל ב DHiהישר , Hiמתלכד אם  D-במקרה ש. )בהתאמה

 

-אז השיקוף ביחס ל, Dלמשל אם נבחר נקודה . שני הכיוונים של המשפט שקולים, כמובן

BC  1שלDH  ייתן ישר דרךH , והשיקופים של הישר דרךH  ביחס לשני צלעות האחרות

. אם אנחנו כבר יודעים שהם נפגשים על המעגל, באופן אוטומטי 2DH ,3DHייתנו את 

 .גם הגרירה בכיוון ההפוך קלה באותה מידה

 

D מקרהבכדאי להתבונן  A . 1במקרה זה הישריםDH ,2DH ,3DH בעצם  הם AH ,

2AH ,3AH . שיקוף בהתאמה לגבי צלעותBC ,AC ,AB בה נותן בכל פעם את ישר הגו

AH , שזה כמובן ישר מסוים שעובר דרךO. 

אז הישרים . אם כיוון השעון בזווית  AHמסובב ביחס לישר  נניח כי הישר 

3 2 1 , 3עוברים דרך  ,  2 1H  ,H  ,H מסובבים בזווית , בהתאמה  נגד כיוון השעון

3-ביחס ל 2 1AH  ,AH  ,AH 3לכן הנקודות חיתוך הנוספות של  .בהתאמה 2 1 , עם  , 

3שהן לא )המעגל החוסם  2 1H  ,H  ,H מוזזות ביחס ל( בהתאמה-A  נגד כיוון השעון

 .זה משלים את הוכחת המשפט. לכן שלוש נקודות אלו זו אותה נקודה. 2בקשת 

 . מהמשפט הטענה שצריך להוכיח די ברורה

 :מהמשפט שניסחנו קל לקבל מסקנה מעניינת .הערה

, ABCביחס לצלעות משולש   ישרשל  שיקוף י"ע שמתקבלים אם הישרים .מסקנה

 .ABCאז מרכז המעגל החסום שלו נמצא על המעגל החוסם של משולש  .יוצרים משולש

אז השיקופים זזים באותו מרחק מרכז המעגל , ללא סיבוב, במקביל אם מזיזים את , אכן

 .ואז המסקנה ברורה מהמשפט, Hעבור דרך כך שי ניתן להזיז את . החסום



מגדירה  Pנקודה  .נמצאת על המעגל החוסם שלו Pונקודה , מרובע חסום – ABCD. א .4

 4על  Pהראו ההיטלים של . ABC ,ABD ,ACD ,BCDישרי סימסון עבור משולשים 

 (.ישר סימסון של מרובע)ישרים אלה נמצאות על ישר אחד 

 .נסחו והוכיחו את קיום ישר סימסון גם עבור מחומש חסום. ב

-נסמן ב .א. פתרון
1 1 1D  ,C  ,B  את ההיטלים שלP  לישריםAB ,AC ,AD בהתאמה .

עובר גם דרך הנקודות  APהמעגל שקוטרו 
1 1 1D  ,C  ,B . הישרים

1 1 1 1 1 1B C  ,B D  ,C D 

 Pההיטלים של . Pביחס לנקודה  ACD ,ABD ,BCDהם ישרי סימסון של המשולשים 

 על הישרים
1 1 1 1 1 1B C  ,B D  ,C D הרי זה ישר סימסון של המשולש , יוצרים ישר אחד

1 1 1B C D  ביחס לנקודהP. 

הנקודות  4מבין  3אבל לכל , 3נקודות על ישר אחד ולא  4-היינו צריך להראות ש, כמובן

 .עובדת הוכחה דומה

 

ונקודות  Pנניח שיש לנו נקודה  .ב
1A ,...,An

נניח שכבר הגדרנו . שכולן על אותו מעגל, 

1nישר של סימסון עבור   ואז אם מדלגים על נקודה , נקודותAi  מקבלים ישר של

שיקרא הישר של סימסון של , נמצאים על ישר אחד iעל  Pאז ההיטלים של . iסימסון 

המצולע 
1A ...An ביחס ל-P .ההוכחה די דומה להוכחה של הסעיף הקודם. 

 

 .מעבירים שני ישרים שמאונכים זה לזה ABCדרך נקודת מפגש הגבהים של משולש  .5

1בנקודות  ABהישרים האלה פוגשים את הישר  2C ,C , את הישרAC  1בנקודות 2B ,B 

1בנקודות  BCואת הישר  2A ,A . 1הראו שאמצעי הקטעים 2A A ,1 2B B ,1 2C C  נמצאים

 .על ישר אחד

פארני -שפט דרוזטענה זו נקראת מ .הערה

(Droz-Farny .) 

 

 . Hמפגש הגבהים יסומן , כרגיל .פתרון

1נניח שהנקודות  1 1A ,B ,C  על ישר אחד

2והנקודות , Hדרך  2 2A ,B ,C  על הישר

Mיהיו . השני  ,M  ,Mc b a  את אמצעי

1הקטעים  2A A ,1 2B B ,1 2C C . השיקופים

, BC ,ACביחס לצלעות המשולש  Hשל 

AB  יסומנוH  ,H  ,Hc b a בהתאמה . 

Mהנקודות   ,M  ,Mc b a  1הם המרכזים של המעגלים 2 1 2 1 2HC C  ,HB B  ,HA A . כל

 3דרכה עוברים  Mאם נוכיח שקיימת נקודה נוספת . Hדרך המעגלים האלה עוברים 

נמצאים על האנך האמצעי  כולםהרי אז מרכזי המעגלים , נסיים בזה את ההוכחה, המעגלים

 . MHל ש

השיקופים של הישר , 3שאלה ', לפי המשפט שנוסח והוכח בהוכחה של סעיף ב

1 1 1A B C H  ביחס לצלעות שלABC בנקודה על המעגל  נפגשיםABC , שתסומןN .

NHהשיקופים הם בעצם  ,NH ,NHc b a. 



עבור המשולש ( 1שאלה , 1סעיף )כעת נשתמש במשפט מיקל 
1 1NA B  ונקודות על

Hצלעותיו   ,H  ,Hb a
המעגלים : 

1 2 1 2HB B  ,HA A  נפגשים בנקודהM ( בנוסף עלH )

1באותה צורה מוכיחים שגם . ABCשנמצאת גם על מעגל  2HC C עוברת באותה נקודה. 

שבו יש עוד מספר שאלות שקשורות ( ברוסית)הפתרון מתוך המאמר של שבצוב  .הערה

 . fr.pdf-http://geometry.ru/persons/shvetsov/dr :למשפטי מיקל וישרי סימסון

,-נסמן ב.  ישרשמשיק ל,חסום במעגל  ABC זוויות-משולש חד .*6  ,  a b c
את  

הוכח . בהתאמה  AB ,CA ,BCיחס לישרים ב  שלהישרים שמתקבלים על ידי שיקוף 

,כי המעגל החוסם של המשולש שנוצר על ידי הישרים   ,  a b c
 .משיק למעגל  

 

. 2111-ה השאלה הקשה ביותר שהוצעה לאולימפיאדה הבינלאומית בזאת היית .הערה

לא  .כ בשאלה זאת"נקודות בסה 1לים צברו המתחרים הישרא. השאלה הוצעה על ידי יפן

אבל לא היה רצון לאף אחד להוריד נקודות , זוויות-יהיה חד ABCבאמת צריך שהמשולש 

 .על דברים לא מהותיים

 

פגש נקודת מ, -ו היא נקודת ההשקה של  T: בכל הפתרונות נשתמש בסימונים הבאים

היא  b-ו aנקודת מפגש של , 'Bהיא  c-ו aנקודת מפגש של , 'Cהיא  b-ו aשל 

A'. 

 

אז הם הומותטיים והמרכז של , עגלים שמשיקים זה לזהני מיש ש כאשר. ראשון פתרון

 . הומותטיה הוא נקודת ההשקה

 Aכלומר . AА''  =ATכך ש , (כל עוד זה אפשרי) T-השונה מ על  ''Aנמצא נקודה 

, מחשבון זוויות פשוט רואים. ''Cואת  ''Bבאופן דומה נגדיר את . ''TAהיא אמצע הקשת 

כי    A''B'',AB AB, . לכןA''B'' מקביל ל-A'B' ,הצלעות , ובכלל

לכן המשולשים . 'A'B'Cמקבילות לצלעות המתאימות של  ''A''B''Cהמתאימות של 

A'B'C' ו- A''B''C'' למטרות שלנו . או שאחד הוא הזזה של השני, הם הומותטיים זה לזה

 .ושמרכז הומותטיה הוא על המעגל , זהולא הז תטיהואכן הומ ולהוכיח שזמספיק 

 

 . aנמצאת על  C''B-ו B''Cשל הישרים  Xנקודת המפגש  .1טענה 

 

XBC, אכן CBT  וגםXCB BCT , הרי זוויות שוות נשענות על קשתות

לפי ההגדרה  aעל  Xלכן , נמצא על  Tאבל . BC-ביחס ל T-סימטרי ל Xלכן . שוות

 .aשל 

 

 .שנמצאת על  Iנפגשים בנקודה  'BB' ,CCהישרים  .2טענה 

 

את המקרים האחרים ) ABCאינו מקביל לצלעות  נתייחס למקרה שהישר  .הוכחה

בהתרמה יסומנו  AB ,AC ,BCצלעות האם  נקודות החיתוך של (. אפשר לקבל כגבול

F ,Е ,D . הישרBD  חוצה את הזווית בין הישריםDF ל-DB'a  ,כמו כן ,BF 

( מבפנים או מבחוץ)הוא מרכז של מעגל חסום  Bלכן . B'F-ו DFחוצה את הזווית בין 

בכל מקרה . B'DFמשולש של ה     BD,DF DF,FB BB',B'D 90  . 

http://geometry.ru/persons/shvetsov/dr-fr.pdf
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       

 

B'B,B'C' B'B,B'D 90 BC,DF DF,BA

                                                                                   90 BC,BA

    

 
 

 בדומה מראים כי   C'C,B'C' 90 BC,AC  . ולכן 

         

 

BI,CI B'B,B'C' B'C',C'C BC,AC BC,AB

                                                                                              AB,AC

    


 

 .2ל בטענה "מש. על מעגל אחד A ,B ,C ,Iכלומר הנקודות 

 

משפט . ושל  "B'Bנקודת החיתוך הנוספת של  Kיהי . כעת נסיים את פתרון השאלה

 B"Cמפגש של ) Xאומר כי , -המשושה שחסום ב, "KB"CIBCפסקל עבור המשושה 

, "KCעם  CIונקודה נוספת שהיא מפגש של ( IBעם  "KBמפגש של ) 'BC") ,Bעם 

נפגשים בנקודה  "CI ,a ,KCובכן . aהוא בעצם  BXהישר הזה . נמצאות על ישר אחד

 . aוגם , (Iלפי הגדרת ) 'Cעובר דרך  CIאבל . אחת

לכן הומותטיה עם . "K ,B' ,Bגם באופן דומה . נמצאים על ישר אחד "K ,C' ,Cובכן 

 ."A"B"C-ל 'A'B'Cתעביר  K-מרכז ב

 

. בהתאמה BC ,AC ,ABביחס לצלעות  Tהשיקופים של  X ,Y ,Zיהיו  .פתרון שני

ונמצאות על הישרים , (3כמו שהוסבר בשאלה )חד נמצאות על ישר א X ,Y ,Zהנקודות 

 ,  ,c b a של רביעיית הישרים ( סעיף ב 1שאלה )נקודת מיקל . בהתאמה ,  ,c b a  ,

XYZ  תסומןK (ולא במקרה.) 

  BC-ו ACנשים לב כי עקב סימטריה ביחס לישרים 

     XC,XC' ,TC YC,YC'  

באופן דומה נגדיר גם מעגלים . cעל מעגל אחד שיסומן  C ,C' ,X ,Yנקודות לכן ה

,a b  .נסמן ב-' החוסם של את המעגל A'B'C' . אז נקודהK  לפי הגדרתה היא נקודה

,משותפת למעגלי  , , 'a b c    .כי , מספיק להראותK  נמצאת גם על , ושהמשיקים

 . מתלכדים '-ול -ל K-ב

 .לכן ניתן להוכיח הרבה באמצעות חשבון זוויות, בציור יש המון מעגלים

BZ, עקב סימטריה BT BX  ,כן הנקודה לB  חוצה את הקשתXZ  על המעגלb. 

 לכן   KB,KX XZ,XB. באופן דומה ,   KX,KC XC,XY . אז 

         

   

KB,KC KB,KX KX,KC XZ,XB XC,XZ

                                                                      XC,XB TB,TC

    

 
 

 . שזה , TBCנמצאת על המעגל  K, ובכן

 אז . K-ב -את המשיק ל k-נסמן ב

         

      

       

,KC' ,KC KC,KC' KB,BC XC,XC'

KB,BX BC,BX ,CT

KB',B'X BT,BC BT,BC KB',B'C'

k k    

   

   

 

 .ל"מש, '-משיק ל kלכן 

 



אנחנו נשאיר פרטי חישוב . יש פתרון שהוא חישוב עם מספרים מרוכבים .פתרון שלישי

כל נקודה נגדיר מספר . והבים לפתור שאלות בגיאומטריה אנליטיתכתרגיל לקוראים שא

מתאר את המיקום של  aלמשל מספר מרוכב )שיסומן באות מתאים אבל קטן , מרוכב

1t-ו, 1זה מעגל יחידה שמרכזו  כ "לה. Aנקודה  .דה כל נקוM  על המשיק מקיימת

2mמשוואה  m . 

m'מתואר באמצעות נוסחה  AB-ביחס ל Mהשיקוף של נקודה  a b abm  . 

מכאן לא קשה לפתח את המשוואה של 
c

 :2ab m ab m a b a b       . 

-לרושמים משוואה זו לצד משוואה דומה 
b

 :'Aומקבלים נקודת מפגש הישרים , 

 
2

1
'

bc a
a a

b c


 


. 

 לאחר עוד קצת חישובים רואים כי 

 2 2' 'a b a b   . 

,-הוא ביטוי סימטרי ביחס ל כאשר  ,a b c: 

 
   

2abc h h

a b b c c a


 


  
, 

hכאשר a b c   הביטוי . זו בעצם נקודת מפגש הגבהים אם : הוא ממשי, ,   

,הם הארגומנטים של  ,a b c  2כלומר )בהתאמה ia e  )אז הארגומנט של המונה הוא 

     ושל המחנה הוא
2 2 2

       
  . לכן המשולשA'B'C' 

a"2כאשר , "A"B"Cהומותטי למשולש  a ,2"b b ,2"c c ( משמעות גיאומטרית

 (. שוןשל צירוף מקרים זה הוסבר בפתרון הרא

. על מעגל היחידהולהראות שהוא , נשאר למצוא את מרכז ההומותטיה באמצעות חישוב

 .עם מעגל היחידה "A'Aאחת הדרכים לעשות זאת היא למצוא נקודת מפגש נוספת של 

המספר 
2

2'

k a

a a




1kובנוסף גם , (צמוד לעצמו)חייב להיות ממשי   k . 

ם קצת עבודה ניתן לקבל ע
1

ab bc ca abc
k

a b c

  


  
,-זה ביטוי סימטרי ב.  ,a b c , לכן

 .יחתכו את המעגל באותה נקודה "C'Cוגם  "B'Bגם 

 

 3אנחנו נשתמש במקרה פרטי שבו . עוד דרך זה להישתמש במשפט קייסי .פתרון רביעי

מסמן  Aהמספרים . מבחוץ A ,B ,Cונקודות  נתונים מעגל . מהמעגלים הם נקודות

אם ורק  -ומשיק ל A ,B ,Cאז קיים מעגל שעובר דרך . -ל A-את אורך המשיק מ

Aאם מבין המספרים  BC ,B AC ,C AB אחד הוא הסכום של שני אחרים . 

 . 1הוא  כאשר רדיוס של , משפט תלמיד הוא מקרה פרטי של משפט קייסי

אבל הגרסה , מעגלים שמשיקים למעגל חמישי 4באופן כללי משפט קייסי מדבר על 

 .מטרות שלנושתספיק לשניסחנו 

אז מתקיימת , משפט קייסי אומר שאם קיים מעגל נוסף שמשיק לארבע המעגלים, בעצם

Aהנוסחה  BC B AC C BC 0       , מעגלים משיקים ה 4בהתאם לסדר בו



שאם מתקיימת הנוסחה אז קיים המעגל , אבל גם משפט קייסי הפוך, למעגל החמישי

 . הנתונים בסדר שמוגדר על ידי סימני הנוסחההמעגלים  4-החמישי שמשיק ל
 

 :ננסח מסקנה של משפט תלמי שנצטרך בהמשך

,הם  ABCנניח שאורכי הצלעות של משולש  .טענה ,a b c ( כאשרa  מולA ,b  מולB .)

 C-ו A ,B-והמרחקים מ, החוסם מעבירים משיקשל המעגל  BCעל הקשת  Pבנקודה 

aאז . בהתאמה z-ו x ,yלמשיק הם  x b y c z . 

לכל (. קותר PQכלומר )על המעגל החוסם  P-נקודה נגדית ל Qתהיה  .הוכחת הטענה

PQDאז . P-למשיק ב Dהיטל של  Tיהיה , על המעגל Dנקודה  QDT  , ולכן

PQ PD

PD DT
  ולכןPD PQ DT  . נשים לב כיDT זה מרחד מ-D לכן אם . למשיק

 נקבל , מכפיל בנוסחה שרשמנו את שני האגפים בשורש הקוטר של המעגל

AP BP CPa b c    , 

 .וזה נכון כי זה משפט תלמי
 

, 'A' ,B' ,Cכעת נשתדל לפתור את הבעיה באמצעות משפט קייסי הפוך עבור הרביעייה 

 (שיש מעגל שעובר דרך , כלומר להראותA' ,B' ,C' ומשיק ל- .) 

אנו יודעים . אבל היחסים שלהם די פשוטים, ישובוכדומה קצת קשים לח 'A'Bהקטעים 

לכן , AC ,ABעל ידי שיקופים לגבי  מאותו הישר מתקבלים  'A'B' ,A'Cשהישרים 

2הזוויות בין הישרים הוא  A  2או A  , בכל מקרה B'C' sin 2A  

 כמו כן . 'A'B'Cהוא קוטר של מעגל  כאשר 

 A'C' sin 2B   , A'B' sin 2C . 

נמצא  'A'B'Cשל המעגל החסום של  Iהמרכז . 3כעת נזכר במסקנה בסוף הפתרון לבעיה 

נמצא על חוצה  Aלכן גם ,c-ל bמעביר את  Aשמרכזו  סיבוב בזווית . על 

 .I-ו Aבנקודות  את  פוגש 'Aלכן חוצה זווית של . 'Aהזווית של 

 מקיים נוסחה A'שסומן במשפט קייסי  -ל 'A-לכן אורך המשיק מ
2A'Γ A'I A'A . 

 סכום הביטויים  ובכן צריך להראות כי. 'B' ,Cדבר דומה עבור 

 sin 2A A'I A'A    

  .תאפסיעבור בחירה מסוימת של סימנים 

A'Iאז קל לראות כי , 'A'B'C-רדיוס המעגל החסום ב אם 
cos




 ,ובדומה ל-B' ,

C'. את המרחק מ-A' ל-A רק שצריך להחליף את , ניתן לחשב באמצעות נוסחה דומה 

 A ,B ,C-נסמן את המרחקים מ. או , שזה אותו דבר cאו , bלישר  A-במרחק מ

,בהתאמה  על ידי  ,z y x . אזA'A
cosA

x
 ( ובדומה גםB'B ,C'C) ,צריך להראות כי ו 

     2 2 2
sin 2A sin 2B sin 2C 0

cos A cos B cos C

x y z    
       

לאחר צמצום      sin A sin B sin 2C 0x y z       ,זו מסקנה ממשפט ו

 .תלמי שניסחנו כטענה


