
  2תרגיל 

  

מעגל הו, Iיסומן  ABCתרגיל זה מרכז המעגל החסום של משולש כל השאלות של ב

  .ωהחוסם שלו יסומן 

  

המעגלים  .1
1 2 3
, ,ω ω ω  הם שיקופים של המעגל החוסםω  ביחס לצלעות המשולשABC. 

הוכיחו כי 
1 2 3
, ,ω ω ω הוכיחו שהגבהים של . נפגשים בנקודה אחתABC  גם עוברים דרך

  .נקודה זאת

  

עבורה  Dניקח נקודה . Hנקודת חיתוך הגבהים היא  ABCנניח שבמשולש  .פתרון

AHBD אז . מקביליתDB מאונך ל-BC ,DA מאונך ל-AC , לכןA ,B  נמצאים על

ביחס  E-סימטרית ל Dאזי . AB- ביחס ל H-טרית לנקודה סימ Eתהי . CDמעגל שקוטרו 

  . ABלאנך האמצעי של 

180-זה סיבוב ב AB-ושיקוף ביחס לאנך אמצעי ל AB-שילוב בין שיקוף ביחס ל, אכן
� 

  . D-ל Hוזה יעביר את , ABביחס לאמצע 

 Eלכן גם  ,ADBCהוא ציר סימטריה של המעגל  ABנשים לב כי האנך האמצעי של 

  . נמצא על מעגל

ביחס לצלע ωלכן שיקוף של . ωלנקודה על  Hשיקוף ביחס לצלע מעביר את : מסקנה

לכן . Hיוצר מעגל שעובר דרך 
1 2 3
, ,ω ω ω  נפגשים בנקודה אחת והיאH.  

  

חדות  A ,Bלמשל במשולש עם זוויות . AHB ,ACBיות ניתן גם לחשב את הזוו .הערה

180-הללו משלימות ל AHB ,ACBאז הזוויות 
וקודקודיהם נמצאים באותו צד של , �

AB , כמובן שצריך . נקודות על מעגל 4לכן לאחר שיקוף של אחת הנקודות יתקבלו

בשיטה זו לא חייבים להניח כי , נימצד ש. כהה Bאו  Aלבדוק גם את המקרה שבו זווית 

  .הגבהים נפגשים בנקודה ואפשר להסיק את זה

  

2. ABC הוא משולש ,AI  חותך שנית אתω  בנקודהK.   

  .KB = KI = KCוהסיקו כי , הוא שווה שוקיים KBIהוכיחו כי המשולש . א

  .ה מרכז של מעגל חסום מבחוץיהי Iכאשר במקום , נסחו והוכיחו טענות דומות. ב

  

KBIמספיק לבדוק כי  .פתרון KIB=∢ 2 :נסמן. ∢ BACα =∢  ,2 ABCβ =∢ .  

KBIאזי  KBC CBI KAC β α β= + = + = +∢ ∢ ∢ ∢.  

KIBגם  IAB IBA α β= + = +∢ ∢   .KB = KIובכן . כלומר אותו דבר. ∢

  .ל"מש. KC = KIבאופן דומה 

  

לשני   BACמחלק את  AKהרי המיתר , KB  =KCניתן לראות באופן מיידי כי  .הערה

  .ולכן גם המיתרים שווים, ABCלכן הן נשענות על קשתות שוות של מעגל , זוויות שוות

  

  ).ביחד עם הטענה המקורית זה שלוש גרסאות. (יש שתי גרסאות נוספות של הטענה. ב

חוצה הזווית  – AKהוא נמצא על . BCחסום מבחוץ לצלע מרכז של מעגל ה Iaיהי 

בדומה מגדירים . Cושל  Bועל חוצי זוויות חיצונים של , במשולש Aהפנימית של הזווית 

  .Ib, Icאת 



  .KB = KI = KC = KIa .'טענה ב

הקשת  אמצע, במילים אחרות( ωשל המעגל  K-נקודה מנוגדת ל Lתהיה  .'טענה ג

BAC .( אזLIb = LIc = LB = LC.  

  

  .'ניתן להוכיח את הטענות למרכזי המעגלים החסומים מבחוץ בדומה לסעיף א

  .זה תרגיל טוב בחשבון זוויות שהקוראים מוזמנים לעשות

  

מרכז של המעגל . B ,Cעובר דרך נקודות  IaIדרך אחרת היא לשים לב כי המעגל שקוטרו 

וגם נמצא על האנך , Aכן גם נמצא על החוצה זווית של ל, IaIהוא אמצע של הקטע 

ABאם . BC-האמצעי ל AC≠ , אז חוצה זווית שלA  ואנך אמצעי שלBC  נפגשים רק

  .IaBICולכן רק היא יכולה להיות מרכז של המעגל  Kוהיא , בנקודה אחת

  

ABבמקרה בו  AC= ,אבל בכל מקרה היא תוכיח (' תוכיח את טענה ב הגישה הזאת לא

  .תעבוד בכל מקרה' אבל הגישה שהצגנו בסעיף א). 'טענה ג

  

  .נקרא משפט התלתן' סעיף א.  הערה

במשולש . נקודות 9זה בדיוק משפט על מעגל ' ג', ביחד עם טענות ב', סעיף א, בעצם

IaIbIc  נקודת מפגש הגבהים היאI , עקבי הגבהים הםABC ,כן אמצעי הקטעים ול

  .ABCנמצאים כולם על מעגל החוסם של  Ia, Ib, Ic, Iשמחברים כל זוג מבין הנקודות 

  

נקודות שונות  nקיימות  ACעל הצלע  .BC = AC: הוא שווה שוקיים ABCמשולש  .3

1
A ,...,An  ועל הצלעBC  קיימותn  1נקודות שונותB ,...,Bn ,עבורן מתקיימים הזהויות :

1 1 1 2 1 2 2 1
AB A B A B A B A B ... A B A B B Cn n n nn−= = = = = = =   הקו . א. ז( =

השבור 
1 1 2 2

ABA B A B ...A B Cn n הוא שווה צלעות .(  

  ).n-התשובה תלויה ב( ACBת מצאו את הזווי

. תשובה
180

4 3n +

�

  

נפרוס את הקו השבור  .פתרון
1 1 2 2

ABA B A B ...A B Cn n בהתחלה נשקף : בצורה הבאה

את 
1 1 2 2

BA B A B ...A B Cn n  ביחס לישרBC , אחרי זה נשקף את

1 1 2 2
A B A B ...A B Cn n מיקום החדש של הישר יחסית ל

1
A C , אחרי זה נשקף את

1 2 2
B A B ...A B Cn n  לישר  יחסית

1
B C ,נקבל סדרה של זוויות שוות . וכך הלאה

ועל כל שני קרניים סמוכים לקרן כלשהי נקבל נקודות במרחק , שנשענות על קטעים שווים

  .Cנקודות רצופות של קו השבור נמצאות על מעגל שעובר גם דרך  3לכן כל . C-שונה מ

  .יהיו על מעגל אחד" פריסה"כל הנקודות של הקו השבור לאחר לכן 

זה גם הזווית בין כל שני קרניים סמוכים (של המשולש המקורי  Cאת הזווית  α- נסמן ב

של מצולע המקורי הוא  Aאז הזווית ). לאחר פריסה
2

90 α−� .הזווית , לאחר פריסה

2
90 CABα− =�

נשענת על הקשת  ∢
1 1 2 2

BA B A B ...A B Cn n , 2והיא פי 1n גדולה  +

מהקשת 
1

BA  שזוויתα ולכן , נשענת עליה( )2
90 2 1nα α− = +� .  

)כלומר  )180 4 2nα α− = )לכן , �+ )180 4 3n α= +�.  

  



חותך  D .AIבנקודה  BC-מעגל החסום משיק לה. אינו שווה שוקיים ABCמשולש . 4

APIהוכיחו כי . Pשנית בנקודה  ωחותך את  M .MDשנית בנקודה  ω את 90= �
∢.  

  

2אנו נוכיח כי . MI  =MB, פי משפט התלתןל .פתרון 2MD MP MB MI⋅ = =.  

לשם כך מספיק לבדוק כי 
MB MP

MD MB
MBDזה נובע מדמיון משולשים . = ~ MPB. 

MPBוגם זוויות שוות , Mלמשולשים יש זווית משותפת  MBD=∢ הרי הן נשענות , ∢

2ובכן . ωעל קשתות שוות במעגל  2MD MP MB MI⋅ = =.  

MIDלכן גם  ~ MPI.  

A,  B,  Cαנסמן  β γ= = =∢ ∢ βכ "לה .∢ γ> )המצב השני דומה.(  

MPA∢  נשענת על הקשת� � �MAC MC CA= 1לכן . +
2

APM α β= +∢.  

API APM IPM= −∢ ∢   .∢IPMלכן נותר לחשב את , ∢

MIDראינו כי  ~ MPI , לכןIPM MID=∢ ∢ .  

ID  מקביל לגובהAH  במשולשABC ,זווית לגובה מנקודה לכן מדובר בזווית בין חוצה ה

A  במשולשABC . הזוויתBAH  90היא β−� , לכן( )1
2

IPM 90α β− −= �
∢.  

)לכן  ) ( )1 1
2 2

API APM IPM IPM 90 90α β α β= − = + − + == − � �
∢ ∢ ∢ ∢.  

  .ל"מש

  

נקודה כלשהי על  Eתהי . Dשנית בנקודה  ωחותך את  AIהישר , ABCבמשולש  .5

1-כך ש, BCנקודה על הקטע  F-ו, BDCקשת 
2

BAF CAE BAC= <∢ ∢  Gתהי . ∢

  .נפגשים בנקודה אחת ωוהמעגל , EI ,DGהוכיחו כי הישרים . IFהאמצע של 

 

AEIבעצם צריך להוכיח כי  .פתרון ADG=∢ ∢.  

  .BC-ו ADאת נקודת החיתוך של  K-נסמן ב

  

ABכי  קל הוכיח AC AK AD AF AE⋅ = ⋅ = זה . ⋅

ABDנובע מדמיון משולשים  ~ AKC ,

AEC ~ ABF , מתוך חשבון זוויות לא מסובך

ADBלמשל ( ACK=∢ כי הן נשענות על אותה  ∢

DAB, קשת CAK=∢   ).מהגדרת חוצה זווית ∢

שיקוף  :אות את זה גם ללא חשבון זוויותניתן לר

 Aבשילוב עם אינברסיה שמרכזה  ADביחס לישר 

ABורדיוסה  AC⋅  יעביר אתB ל-C , אתC ל-B , ואת הישרBC  למעגלABC 

  .ומכאן מתקבלת אותה מסקנה, E-ל Fאות  F-ל Eאת ,  ולהפך

  

AKמהנוסחה , בכל מקרה AD AF AE⋅ = הרי גם ( AFD ~ AKEמתקבל כי  ⋅

KAE FAD=∢ AEKולכן , )∢ ADF=∢ למשל ניתן (ל "זה מזכיר קצת את מש. ∢

 .ל"אבל זה עוד לא מש) ωנפגשים על  DF-ו EKלהסיק כי 

היינו רוצים להוכיח . בהתאמה M-ו Nבנקודות  BC-ו ABחותך את הצלעות  DGהישר 

AND ~ AIE .ידוע לנו כי  בינתייםAFD ~ AKE ,שדוק בלכן מספיק ל-
AN AI

NF IK
=.  



  .BC-מקביל ל NI-ש, זה שקול לכך

, לפי משפט התלתן: לא קשה לראות את זה, Bמתלכד עם  Fבמקרה הפרטי המנוון בו 

הוא סימטרי ביחס לאנך  BNIMואז ,  D-עובר גם ב Gשעובר דרך  BI-האנך האמצעי ל

  .BM-מקביל ל INלכן אכן , מעוין BNIMולכן  )DGשהו הישר (אמצעי זה 

היחסים : במקרה הכללי
DI IG FN

, 1,
IA GF NA

ו מהם הראשו. קשורים על ידי משפט מנלאוס =

 ,לכן מספיק לבדוק את זה במצב אחד בלבד. לכן גם האחרון לא, Fלא תלוי במיקום של 

   .ל"מש

  

6. ABCD במשולשים . מרובע חסוםBCD, CDA, DAB, ABC  מרכזי המעגלים

החסומים הם 
1 2 3 4

I , I ,I ,I  ונקודות מפגש הגבהים הם
1 2 3 4
, , ,H H H H.  

הוכיחו כי המרובע . א
1 2 3 4

H H H H  חופף למרובעABCD.  

הוכיחו כי . ב
1 2 3 4

I I I I הוא מלבן.  

  

אז , 0חסום במעגל שמרכזו  ABCאם משולש , ברישום ווקטורי .פתרון חישובי. א

   .H = A+B+Cהיא הגבהים שלו  ךנקודת חיתו

H, כןא A,B C B C,B C B,B C,C 0− − = + − = − , BC-מאונך ל HAלכן , =

   .AB- מאונך ל HCוגם , AC- ך למאונ HBבאופן דומה גם 

 מכאן
4

A B C DH S= + + = Aכאשר , − B C DS = + + גם בדומה אופן דומה ו +

3 2 4
C,  B,   AH S H S H S= − = − = לכן המרובע , −

1 2 3 4
H H H H  של הוא סיבוב

ABCD 180- ב
-ל סביח �

2

S
.  

  

במשולש . אבל בניסוח טיפה שונה, 1אלה נזכיר את מה שהוכחנו בש .פתרון גיאומטרי

ABC ,שלו נחתכים בנקודה  גבהיםהשH , הגובהAH  חותך את המעגל החוסםω 

  .BC-ביחס ל H-ונקודה שסימטרית ל Aבנקודה : מייםעפ

: סימון נוסף A, B, C, Dלנקודות  יתןנ, למען נוחות
1 2 3 4
, , ,A A A Aבהתאמה .  

,יהיו  , ,i j k l מנקודות אז הגבהים . 4- ל 1ונים בין סים שקאינד,  
k l

A A  על הישרi jA A 

S,בנקודות  שוב ωהמעגל  תו איחתכ T כאשר , בהתאמה
k l

ST A A= ,סימטריה עמי טמ

i- שמקביל ל ωביחס לקוטר של ( jA A(. מצד שני ,,  S T סימטריים ל -,  
l k

H H  יחסית

iלישר  jA A , לכן
k l k l

H H ST A A= k,ים וזה לכל זוג אינדקס .= l .  

iלכן  j i jk k
A A A H H H≅  אינדקסים  3לכל, ,i j k  ולכן גם

1 2 3 4 1 2 3 4
A A A A H H H H≅.  

  

: מתקבל טמחשבון זוויות פשו .ב
3 4

AI B 90 ADB 90 ACB AI B= + = + =� �
∢ ∢ ∢ ∢  

ולכן המרובע 
3 4

AI I B כמו גם המרובעים  ,חסום
4 1

BI I C ,
1 2

CI I D ,
2 3

DI I A.  לכן  

( ) ( )1 2 3 1 2 3 2 1 3

1 1 1
1 3 2 2 2

I I I 360 I I D I I D 360 180 I CD 180 I AD

I CD I AD BCD+ BAD 180 90

= − − = − − − − =

= + = = ⋅ =

� � � �

� �

∢ ∢ ∢ ∢ ∢

∢ ∢ ∢ ∢

  

באופן דומה 
2 3 4 1 4 3 4 1 2

90I I I I I I I I I == = �
∢ ∢   .ל"מש. ∢


