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 AP ,BMנניח כי . ACהיא אמצע  Mונקודה , BCעל  Pנקודה , ABCבמשולש  .1

  .BP / PC = k באמצעות  BX / XM ואת  AX / XPי את \בטא. Xנחתכים בנקודה 

  

אז . M-יחסית ל Bשיקוף של  Dיהיה  .פתרון ראשון

ABCD משולשים . מקביליתXBP ,XAD דומים .  
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 Bובקודקוד , kנניח מסה  A ,Cבקודקודים : נניח מסות בקודקודי המשולש .פתרון שני

  :ניתן למצוא בשתי דרכים שונותשל שלושת המסות  Gאת מרכז המסה . 1נניח מסה 

, Bבנקודה  1ומסה , Mבנקודה  2kתהיה מסה , C-ו Aקודם ניקח מרכז מסה של ) א(

ומחלק אותו  ביחס  BMנמצא על קטע  Gולכן מרכז מסה 
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k
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1kונקבל מסה  B ,Cקודם ניקח מרכז מסה של ) ב( , Aבנקודה  kומסה , Pבנקודה  +

ומחלק אותו ביחס  APנמצא על  Gולכן 
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  . Xהיא בעצם  Gאז  Xכמו  AP ,BMנמצאת על  G-היות ו

  .לומר בעצם חישבנו את היחסיםכ

  

2. ABCD ובו , מרובע קמורAB CD BC+ י כי הזווית \הוכח. ADאמצע  Mיהיה  .≥

BMC עבור איזה משולשים הזווית . אינה חדהBMC תהיה ישרה?  

  

. מקבילית ABDEהרי , AB  =DEאז . M-ביחס ל Bשיקוף של  Eתהיה נקודה  .פתרון

DEון הנתון ניתן לרשום השווי- לכן את אי CD BC+ CEלכן . ≥ BC≤.  

נמצא בחצי מישור של  Cכלומר , CE-גדולה או שווה ל BCהצלע  BCEובכן במשולש 

E  ביחס לאנך האמצעי של צלעBE , לכן הזוויתBMC אינה חדה.  

כלומר , חייבים להפוך לזהויות השוויונים שרשמנו-כל אי, על מנת שהזווית תהיה ישרה

CE BC= , וגםCE DE CD AB CD BC= + = + =.  

ABשוויון הנתון - אי: שוויונים- בעצם הסקנו את הכול משני אי CD BC+ שוויון -ואי ≥

CEהמשולש  DE CD≤ וויון הנתון צריך ש-אי, שבשביל הזווית הישרה, המסקנה היא. +

AB, להיות שוויון CD BC+ , Eלפי הגדרה של . CEצריך להיות על  Dובנוסף , =

  .AB||CDהתנאי השני יתקיים אך ורק כאשר 

  .ב"י-א"כיתות י, עיקרית, 34מתחרות הערים  4שאלה  באופן דומה ניתן לפתור .הערה



מורידים אנכים לצלעות  Kמנקודה . Kבתוכו נבחרה נקודה . ABCנתון משולש  .3

 P-סימטרית ל, 'P. בהתאמה BC ,AC ,ABעל  P ,Q ,Rעקבי האנכים הם . המשולש

  .'Q' ,Rבאופן דומה מוגדרים , BCביחס לאמצע הצלע 

. נפגשים בנקודה אחת BC ,AC ,ABלצלעות  'P' ,Q'  ,R -מכי האנכים  י\הוכח .א

כמובן , Kבשיטה שהסברנו לכל נקודה  f (K)ניתן לבנות (  f (K)הנקודה הזאת תסומן 

  ).ABCתלויה בבחירת המשולש   fשהעתקה  

עובר הישר ש, f (K) -ו K עובר דרךהישר ש K ,L ,Mנקודות  שלוששלכל , י\הוכח .ב

  .נפגשים בנקודה אחת f (M) -ו M עובר דרךוהישר ש, f (L) -ו L דרך

שהיא  *Kנקודה  Kלכל נקודה נגדיל . ABCמרכז המעגל החוסם של  Oתהיה  .פתרון

סימטריים ביחס  BCלישר  *K, Kעקבי האנכים מנקודות . O-ביחס ל Kשיקוף של 

והטלה של קטע לישר , הוא אמצע הצלע BC-ל O-הרי עקב האנך מ, BCלאמצע צלע 

  .BC-ל 'P-נמצא על האנך מ *Kלכן . מעבירה את אמצע הקטע לאמצע הקטע

זה פותר את סעיף . AB-ל 'R-ועל האנך מ AC- ל 'Q-נמצא על האנך מ *Kבאופן דומה 

בנוסף רואים מכאן . *f (K) = Kלכן . *Kנפגשים בנקודה ' האנכים של סעיף א: 'א

עובר שדבר דומה ניתן להגיד על הישר . Oעובר דרך  f (K) -ל Kשהישר המחבר את 
כולם לכן , Oכולם עוברים דרך : f (M) -ו M עובר דרךוהישר ש, f (L) -ו L דרך

  .נפגשים בנקודה אחת

, ADוהמשכי צלעותיו  E-נפגשים ב AC ,BDשאלכסוניו , ABCDנתון מרובע חסום  .4

BC נפגשים ב-F . אמצעי הצלעותAB ,CD  הםG ,H הוכח כי . בהתאמהEF משיק ב-E 

  .בהתאמה E ,G ,Hלמעגל שעובר דרך 

זה כמו לעשות . בהתאמה G ,H-ביחס ל E-נקודות סימטריות ל M ,Nיהיו נניח   .פתרון

משיק  MENמספיק להוכיח שהמעגל . G ,Hלנקודות  Eומרכז  2הומותטיה עם מקדם 

 M ,Nולצייר ציור חדש עם נקודות  H ,Gכעת ניתן למחוק נקודות . Eבנקודה  EFלישר 

ולכן יותר נוח לחשב  AEMB ,CEDNמוגרות על ידי מקביליות  M ,Nנקודות . במקום

  . G ,Hאשר עם מ M ,Nזוויות עם 

  ). אחרת נחליף שמות של נקודות( B-ל Fנמצאת בין  Cנניח שבציור שלנו 

. שוות ACF ,MBFבאופן דומה הזוויות . שוות MAF  ,BDFבגלל המקבילות זוויות 

 ACB ,ADBשתיהן משלימות את הזוויות השוות  ACF ,BDFמצד שני הזוויות 

  .שוות MAF  ,BDF  ,ACF ,MBFלכן כל הזוויות . גם הן שוות לכן, �180-בהתאמה ל

 AFBשהיא הרכבה של שיקוף ביחס לחוצה הזווית של  φנעשה העתקה שהיא 

)כזאת של , F-והומותטיה עם מרכז ב )A Cφ משוויון הזוויות . C-ל Aשתעביר את =

BAF ,DCF  רואים כי( )B Dφ = .  

)רואים כי  MAF  ,BDF  ,ACF ,MBFמשוויון הזוויות  )M Eφ =.  

)רואים כי  FCN  =CBD  =CAD  =FDNמשוויון הזוויות  )E Nφ =.  

)שהעתקה הקרניים , נזכיר )FX,F Xφ  ה זווית של חוצ(סימטריים ביחס לאותו הקו

ABF ( ויחס האורכים הוא
( )

FX
F Xφ

ובנוסף , מתלכדות FM ,FNלכן הקניים . X-לא תלוי ב 

FM FE
FE FN

2FMכלומר , = FN FE⋅   .ל"מש. MENמשיק למעגל  FEלכן , =



5. ABCDE  מחומש קמור בוBC מקביל ל-AE , ובנוסףAB = BC + AE, 

ABC CDE=∢ בתנאי . BCDם של סומרכז המעגל הח CE ,Oאמצע  Mתהיה . ∢
2י \הוכח, ישרה DMOשהזווית  BDA CDE=∢ ∢.  

, שחוזר על עצמו גם בהרבה שאלות גיאומטריות אחרות, רעיון חשוב בשאלה זאת .פתרון

ברגע שמוצאים רביעייה מסוג . אחדהוא למצוא רביעיות של נקודות שנמצאות על מעגל 

  .ניתן להשתמש במעגל על מנת לחשב זוויות, זה

  .M-ביחס ל B-נקודה סימטרית ל M ,T-ביחס ל D-נקודה סימטרית ל Kתהיה 

הוא  Oאבל . Dכמו  O-נמצאת באותו מרחק מ Oאז , KMDמאונך לישר  MO-היות ו

על נמצא  Kלכן גם , גל זההוא רדיוס של מע ODומרחק , BCDמרכז המעגל החוסם של 

BDCלכן . על מעגל אחד B ,C ,D ,Kהנקודות , ובכן. המעגל BKC=∢ ∢.  

BKC, מצד שני EDT=∢   . Mבגלל סימטריה ביחס לנקודה  ∢

BDCלכן  EDT=∢ CDEלשני האגפים ונקבל  ∢BDEנוסיף . ∢ BDT=∢ ∢.  

ABCאבל נתון כי  CDE=∢ ABCולכן  ∢ BDT=∢ ∢ .  

BATאבל  ABC 180+ = �
∢ BATלכן , ∢ BDT 180+ = �

∢ הוא  ABDTלכן , ∢

ATB-זאת אומרת ש. מרובע חסום ADB=∢ ∢.  

2צריך להוכיח כי   BDA CDE=∢ 2וזה כמו להוכיח כי , ∢ BTA ABC=∢ אבל , ∢

ABC ABT TBC ABT BTA= + = +∢ ∢ ∢ ∢ כי לכן בעצם מספיק להראות , ∢

ABT BTA=∢   .AB  =AT- זה כמו להוכיח ש. ∢

  .AT = AE + ET = AE + BC =AB: אבל זה די ברור

  

6*. ABCD  מרובע קמור בוAB BC≠ . מעגלים חסומים במשולשיםABC ,ADC 

יסומנו 
2 1
 ,  ω ω נניח שקיים מעגל . בהתאמהω  שמשיק להמשכי קטעיםBA ,BC  מעבר

הוכח כי המשיקים החיצוניים . CD ,ADומשיק גם לישרים , בהתאמה A ,Cלנקודה 

ים המשותפים למעגל
2 1
 ,  ω ω  נפגשים על המעגלω.  

  

הן נקודות  M ,N ,P ,Qכי נניח  .פתרון

 AB ,BC ,CD ,DAעם  ωהשקה של 

: אנו נשתמש מספר פעמים בטענה. בהתאמה

   לכן .משיקים מנקודה למעגל שוויםהשני 

AB + AD = AB + AQ – DQ =  

= AB + AN – DQ = BN – DP =  

= BC + CN – DP = BC + CP – DP = 

= CB + CD  

   .AB + AD = BC + CD ,ובכן

    AD – DC = BC – ABבמילים אחרות 

של נקודות ההשקה  X ,Y-נסמן ב
2 1
 ,  ω ω ל בהתאמה -AC.  שימוש חוזר של עם אז

  .  AY – YC = AD – DC = BC – AB = AX – BXקל לבדוק כי , אותה טענה

קל , מחשבון משיקים דומה .ABCשל משולש  ACמעגל חסום מבחוץ לצלע ω'-נסמן ב

 ACמעגל החסום מבחוץ לצלע , באופן דומה. Yבנקודה  AC-משיק ל ω'לראות שגם 

  ).לקוראתרגיל ( Xבנקודה  AC- משיק ל, ω''-שיסומן ב, ACDשל משולש 



מזרחית תהיה הנקודה  Bנקודה , יעבור מצפון לדרום ACשהקו , נסובב את התמונה כך

ות המזרחיות הנקוד את X' ,Y, Z-נסמן ב. נקודה מערבית יותר D-ו, ACיותר מאשר 

 שיותר של
1

ω,
2

ω, ω בו, בהתאמה-X ,Y' ,Z'  ת ביותר ויערבמה ותהנקוד אתהתאמה

הם קטרים של  'XX' ,YY' ,ZZאז  .)X ,Yשל  ה הקודמתזה לא סותר את ההגדר( הןשל

  .המעגלים המתאימים

תעביר את  D-ב אם מקדם שלילי ומרכזמסוימת הומותטיה 
2

ω ל -ω,  לכןY' ,D ,Z 

תעביר את  D-ומרכז ב יבחיואם מקדם מסוימת הומותטיה  .נמצאות על ישר אחד
2

ω ל-

1
ω,  לכןY', X ,D לכן  .נמצאות על ישר אחדX ,Y', Z דעל ישר אח.  

את  ותעבירמ B-מרכזה בועם מקדם חיובי  ותהומותטי
1
ω ל-ω  לוגם-'ω , הנקודות לכן

B ,X' ,Y ,Z על ישר אחד.  

את י שמעבירה עם מקדם חיוב בהומותטיהנתבונן כאת 
2

ω ל-
1
ω .מרכז שלה זו נקודת ה

, מצד שני. שדיברו עליה בניסוח השאלה, המשותפים החיצוניים חיתוך של שני המשיקים

ואת הנקודות המערביות  X' ,Yהמעגלים  מזרחיות שלהישרים שמחברים את הנקודות ה

כלומר הנקודה היא גם , עוברות דרך מרכז ההומותטיהנמצאות על  'X ,Yשל המעגלים 

  .Zוזו נקודה , 'XY' ,YXנקודת המפגש של 

  

אם המעגלים : משיקים החיצוניים באמת נחתכיםשה, חשוב לציין
2

ω,
1

ω היו באותו גודל ,

 הרי, מקבילית ABCD יאז, ACבנקודות סימטריות ביחס לאמצע  ACומשיקות לקטע 

  .לא קיים ωולכן מעגל , ACסימטרית ביחס לאמצע  התמונה

כי , מוגדרת ביחידות 'XY' ,YXשנקודת חיתוך של הישרים  הוא  לציין דבר נוסף שחשוב

  .בנקודות שונות AC- לאנכים  'XX' ,YYהרי : לא על אותו קו 'X ,X' ,Y ,Yהנקודות 

  


