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amרצינו שיהיו שברים מסוג : זה הפוך למה שרצינו
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שוויון שמתקיים לשלישייה כלשהי של -לאי, שוויוני משולש דומים בדרך מורכבת כלשהי
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u v u w v v w w vw u v w u v v w u v w w v
 

+ + + + ≥ + + + + 
 

∑ ∑ ∑  

3 3 3 2 5 2 2 2 4 2
8 4 4 24 8

cyc sym sym sym

u v u v w u v u v w u v+ + ≥ +∑ ∑ ∑ ∑  

3  ונקבל  4- נחלק ב 3 3 2 5 2 2 2 4 2
2 6 2

cyc sym sym sym

u v u v w u v u v w u v+ + ≥ +∑ ∑ ∑ ∑  

3: שוויונים פשוטים יחסית-שוויון זה מתפרק לסכום של אי-אי 2 2 2 2
6

sym

u v w u v w≥∑ )זה אי-

, כפול הממוצע ההנדסי שלהם 6-גדול או שווה למחוברים  6סכום של : שוויון הממוצעים

)שוויונים שאחד מהם הוא -אי 3ועוד סכום של  )3 3 5 5 4 2 4 2
2 2u v u v v u u v v u+ + ≥ ושני , +

  .האחרים מתקבלים ממנו על ידי החלפת שמות של אותיות

, uv-נחלק ב, נעביר את הכול לאגף השמאלי, שוויון שנשאר-יעל מנת להוכיח את הא

)ונקבל  )2 2 4 4 3 3
2 2 0u v u v u v v u+ + − + ונסמן , 4u- נחלק ב. ≤

v
s

u
 s-יתקבל פולינום ב. =

4: מדרגה רביעית 3 2
2 2 2 1 0s s s s− + − + ≥.  

1s-לא קשה לנחש שפולינום זה מתחלק ב שוויון -ואם האי, הרי סכום במקדמים אפס, −

)- לכן הפולינום אמור להתחלק ב, חייב להיות שורש כפול 1-נכון אז השורש ב )2
1s − .

)מכאן קל לנחש את הנוסחה  ) ( )24 3 2 2
2 2 2 1 1 1s s s s s s− + − + = − +.  

  .וזה כמובן ביטוי חיובי

  

  .נוכיח משפט כללי יותר .פתרון שני

,צלעות משולש הם  .משפט ,a b c , ומרחקים מנקודהX  במישור לקודקודיו הם, ,p q r 

,לקודקודים שנמצאות מול הצלעות ( ,a b c כלומר , בהתאמה, ,a b r  נפגשות בנקודה אחת

abcאזי ). 'וכו aqr bpr cpq≤ + +.  

  

2למשל אם ניקח נקודת מפגש התיכונים שמרחקים ממנה לקודקודים הם  2 2
3 3 3

, ,
a b c

m m m ,

4שוויון - נקבל אי
9 b c

cyc

abc am m≤∑ .4-נחלק את שני האגפים ב
9

abc ונקבל את הטענה.  

  .נשאר להוכיח את המשפט בשביל להשלים את פתרון השאלה

וקודקודי , היא ראשית X-כ ש"ונניח לה, נשתמש במספרים מרוכבים .הוכחת המשפט

,המשולש הם מספרים מרוכבים  ,A B C.  

)אזי  ) ( ) ( )abc A B B C C A A B B C C A= − ⋅ − ⋅ − = − ⋅ − ⋅ −.  

)וגם  )pqc B A A B A B B A= − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ובאופן דומה נתין לקבל את המחוברים , −

  .האחרים

)כעת נשתמש בזהות  ) ( ) ( ) ( )
cyc

A B B C C A AB B A− ⋅ − ⋅ − = −∑.  

  .וקל להוכיח אותה על ידי פתיחת סוגריים, זהות זאת נכונה גם למספרים מרוכבים

  :שוויון המשולש-ניקח את ערך המוחלט לשני האגפים ונשתמש באי

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cyc cyc

A B B C C A AB B A AB B A− ⋅ − ⋅ − = − ≤ −∑ ∑   

  .ל"שמ


